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Aufgabe 21 : Der erhaltene Strom des komplexen Skalarfeldes
Die Lagrangedichte des komplexen freien Skalarfeldes, mit der Fourierzerlegung
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ist invariant unter der inneren Symmetrietransformation:

$(x) — €d(x),¢'(z) — ¢! (), 0 € R.

Der zugehorige erhaltene Strom des komplexen Skalarfeldes ist gegeben durch

"(x) = ix[¢'(2)0" o (x) — (0" (2))d(x)]:

(a) Driicken Sie den Ladungsoperator @ = [d*z j°(x) durch die Erzeuger- und Vernich-

teroperatoren a, a', b und b’ aus.

(b) Uberpriifen Sie die zeitliche Erhaltung des Ladungsoperators durch Nachweis, daf Q

mit dem Hamiltonoperator,
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kommutiert: [@Q, H] = 0.

(c¢) Berechnen Sie den Kommutator [@Q, ¢(x)] und zeigen Sie damit, dafl die oben ange-

gebene Symmetrietransformation durch die Operatortransformation

O{r) — e p(r)eie

gegeben ist.

Aufgabe 22 : Quantisiertes freies Diracfeld
Ein quantisiertes freies Diracfeld sei gegeben durch die Fourierzerlegung

(x) = 3/2/ Z e (P)ur(P)e™ ™ + di (p)v.(P)e™] |

r=1,2

(1)

mit Erzeuger- und Vernichteroperatoren ¢, () und df(p) und Dirac-Spinoren wu,(p) und

v,.(p), und erfiillt somit die Dirac-Gleichung: (i@ — m)y(x) = 0.



(a)

Zeigen Sie, dafl der Hamiltonoperator in der Form

i = [#agi@)ig o) 2
geschrieben werden kann.

Setzen Sie die Fourierzerlegung (1) in Gleichung (2) ein und bestimmen Sie den
Hamiltonoperator als ein Impulsintegral iiber die Erzeuger ¢! (p), df.(p) und Vernichter
¢ (p), d.(p) ohne Normalordnung.

Hinweis: Verwenden Sie die in Kap. 2.3.3. der Vorlesung angegebenen Relationen fiir
Dirac-Spinoren und zusétzlich vl (p)u,(—p) = ul(p)v, (—p) = 0.

Betrachten Sie die diskretisierte Version des Hamiltonoperators aus (b) und fithren
Sie dabei eine neue Normierung fuer die Erzeuger und Vernichter ein:
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Uberzeugen Sie sich, daﬁ die Annahme der Giiltigkeit ,,bosonischer Vertauschungsre-
lationen (d.h. [é.z, ¢! C gl = d, 5 d, 5] = 0057 und verschwindende Kommutatoren
sonst) auf Zusténde negatlver Energie fithren wiirde.

Gehen Sie nun vom Postulat der folgenden kovarianten Anti-Vertauschungsrelationen
aus:

{er(P), L ()} = 20°8,0 85 {d (D), dL,(F')} = 20°6,,055 (3)

und verschwindende Antikommutatoren sonst. Uberzeugen Sie sich damit, daB der
(normalgeordnete) Hamiltonoperator im Kontinuum

0
H= /d% Wl (x)i=p(z):
ot
nun keine Zustédnde mit negativer Energie mehr beschreibt.

Zeigen Sie unter Verwendung der Anti-Vertauschungsrelationen (3) fiir die Erzeuger
und Vernichter, daf§ fiir das Dirac-Feld ¢,(x) und den dazu kanonisch konjugierten
Impuls I1,(x) die kanonische Anti-Vertauschungsrelation

{,lvba(t’ f)> Hb(t> ?7)} = Z.(sab(s(:i: - ?j)

gilt. Dabei bezeichnen a und b Indizes im Spinorraum.



