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Aufgabe 32 : Komplexe Konjugation und Spuren von Dirac-Matrizen

Beweisen Sie, mit Hilfe der Formeln aus Kapitel 2.3.3 der Vorlesung, folgende Formeln für
Dirac-Spinoren (w steht für u oder v):

(w̄1γµw2)
⋆ = w̄2γµw1 ,

(w̄1γµw2)(w̄2γνw1) = Sp[(w1w̄1)γµ(w2w̄2)γν ] ,

Sp[a/b/] = 4ab ,

Sp[a/γµb/γν ] = 4(aµbν + aνbµ − (ab)gµν) .

Aufgabe 33 : Zerfall des Higgs-Bosons in Fermionen

Der Wechselwirkungsanteil der Lagrangedichte des Standardmodells für die Yukawa-Wechsel-
wirkung des Higgs-Bosons mit Fermionen f ist:

Lint(x) = −
∑

f

e

sin θw

mf

mW

φ(x)ψ̄f(x)ψf (x) .

Dabei repräsentiert das reelle Skalarfeld φ(x) die Higgs-Boson-Freiheitsgrade und die Dirac-
Felder ψf (x) die Freiheitsgrade der Fermionen, bestehend aus geladenen Leptonen (e, µ, τ)
und Quarks (d, u, s, c, b, t). Ziel dieser Aufgabe ist es die partiellen Zerfallsbreiten,

Γi→f =

∫

dΓfi mit dΓfi =
(2π)7

2mH

|Tfi|
2δ4(Pf − Pi)dΦf , (1)

für den Zerfall des Higgs-Bosons H im Ruhesystem in Fermionen f in Bornscher Näherung
zu bestimmen. Dabei ist Pi = pa = (ma,~0) und Pf = pb + pc.

(a) Mit den Zuständen |H, pa〉 für das Higgs-Boson im Anfangszustand und |f, pb, σb; f̄ , pc, σc〉
für das Fermion–Anti-Fermion-Paar im Endzustand, lautet das S-Matrixelement in
Bornscher Näherung:

Sfi = −i

∫

d4x 〈f, pb, σb; f̄ , pc, σc|Lint(x)|H, pa〉 ,

wobei in Lint freie Felder einzusetzen sind. Bestimmen Sie daraus, gemäß den Konven-
tionen aus der Vorlesung, zunächst einen Ausdruck für das von den Spin-Polarisa-
tionen abhängende T -Matrixelement Tfi(pb, σb, pc, σc, pa). Berechnen Sie dann das
Spin-summierte quadrierte Matrixelement:

|Tfi|
2(pb, pc, pa) =

∑

σb,σc=±
1

2

|Tfi(pb, σb, pc, σc, pa)|
2 . (2)

Hinweis: Verwenden Sie Ergebnisse aus Aufgabe 32.



(b) Die Quarks tragen einen weiteren diskreten inneren Freiheitsgrad (
”
Farbe“), für den

es drei mögliche Werte (z.B.
”
rot“,

”
grün“,

”
blau“) gibt. Da ein Higgs-Boson

”
farb-

neutral“ ist, muß das bei einem Higgs-Zerfall in qq̄ produzierte Anti-Quark immer
genau die Anti-Farbe (

”
anti-rot“, etc.) des entsprechenden Quarks tragen. Da die

Farbe der Quarks im Endzustand nicht detektiert werden kann, ist das quadrierte
Matrixelement in Gl. (2), welches von Farbfreiheitsgraden nicht abhängt, für den rea-
listischen Endzustand noch über die Farb-Freiheitsgrade zu summieren. Geben Sie für
Zerfälle H → qq̄ das Farb-summierte quadrierte Matrix-Element an und verwenden
Sie dieses im Folgenden.

(c) Zur Bestimmung der partiellen Zerfallsbreiten ΓH→ff̄ führen Sie nun die Phasenrau-

mintegration in (1) mit dΦf =
d3pb

2p0
b

d3pc

2p0
c

komplett aus.

(d) Nun betrachten wir ein Higgs-Boson mit Masse mH = 90 GeV. In diesem Fall ist die
totale Zerfallsbreite ΓH in guter Näherung die Summe der partiellen Zerfallsbreiten
der Zerfälle in die schwersten Fermion–Anti-Fermion-Paare, die noch kinematisch
erlaubt sind; hier:

ΓH ≈
∑

f=b,c,τ

ΓH→ff̄ .

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Higgs-Boson z.B. in ein Paar f f̄ zerfällt ist durch des
sog. Verzweigunsverhältnis (

”
branching ratio“) BR(H → f f̄)=ΓH→ff̄/ΓH gegeben.

Bestimmen Sie BR(H → bb̄), BR(H → cc̄), BR(H → τ−τ+) und BR(H → e−e+).
Hinweis: Verwenden Sie für die Massen der Fermionen: mb = 4.7 GeV, mτ = 1.78
GeV, mc = 1.25 GeV, me = 0.511 · 10−3 GeV.

Aufgabe 34 : Optisches Theorem

S- und T -Matrixelemente stehen definitionsgemäß wie folgt in Beziehung:

Sfi = δfi + i(2π)4δ4(Pf − Pi)Tfi .

Die Unitarität der S-Matrix ist durch die Beziehung

δij = P

∫

f

S⋆
fiSfj

ausgedrückt. Leiten Sie für einen Zwei-Teilchen-Anfangszustand, d.h. i = (a1(p1), a2(p2))
aus der Unitarität der S-Matrix folgende Beziehung zwischen T -Matrixelement und totalem
Wirkungsquerschnitt her:

Im(Tii) =
2
√

(p1·2 )2 −m2
1m

2
2

(2π)6

P

∫

f

dσfi =
2
√

(p1·2 )2 −m2
1m

2
2

(2π)6
σtot(i→ irgendwas) .



Aufgabe 35 : Eigenschaften der Spektralfunktion ρ(q)
Für eine Lorentz-invariante Theorie eines skalaren Feldes φ(x) mit Wechselwirkung sei
{|α〉} eine Menge von Impulseigenzuständen (P |α〉 = pα|α〉), die ein vollständiges System
von Zuständen bilden:

P

∫

α

|α〉〈α| = 1 .

Das Spektrum der Theorie erfülle die Bedingungen p0
α ≥ 0 und (pα)2 ≥ 0 für alle α.

Zeigen Sie, daß die Spektralfunktion,

ρ(q) = (2π)3P

∫

α

δ4(q − pα)|〈0|φ(0)|α〉| ,

folgende Eigenschaften hat:

(a) Lorentz-Invarianz: ρ(Λq) = ρ(q). (Daraus folgt, daß ρ(q) die Form ρ(q2) haben muß.),

(b) ρ(q2) = ρ(q2)θ(q0)θ(q2).


