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Kapitel 0

Motivation

Ausgangspunkt der Quantenfeldtheorie sind die beiden gesicherten experimentellen Fakten:

e Relativitdt: Naturgesetze haben in jedem Inertialsystem die gleiche Form (relativi-
stische Kovarianz der Naturgesetze).

e Quantenverhalten (z.B. Ap, Az > h).

Historisch ist der Versuch, das Relativitdtsprinzip mit der Quantenmechanik im Rahmen
einer Beschreibung einer festen Anzahl von Teilchen zu vereinigen, gescheitert. Da ande-
rerseits das Relativitdtsprinzip als fundamental angesehen wird, 148t sich folgende These
aufstellen.

Es gibt keine Ein-Teilchen-Quantenmechanik. ‘

Fiir den nicht-relativistischen Grenzfall liefert natiirlich die géingige Quantenmechanik die
Beschreibung einer festen Anzahl von Teilchen.

Die Hauptprobleme beim Versuch eine relativistische Ein-Teilchen-Quantenmechanik
zu formulieren waren insbesondere die folgenden.

e Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation versagt, d.h. es treten indefinite Wahrschein-
lichkeitsdichten auf.

e Teilchenerzeugung und -vernichtung wird nicht beschrieben (aber beobachtet).

Selbst schon die Abstrahlung bzw. Absorption von Licht beim Ubergang von Elektronen
zwichen Energieniveaus im Atom, eines der Grundprobleme der Atomphysik, benotigt eine
Beschreibung der Erzeugung bzw. Vernichtung von Photonen. Die korrekte Beschreibung
solcher Phénomene gelang durch die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes.

Im Unterschied zur gescheiterten relativistischen Ein-Teilchen-Quantenmechanik hat
sich die Quantisierung von relativistisch kovarianten Feldgrofien als tragfahiges allgemeines
Konzept erwiesen:
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Relativistische Quantenfeldtheorie

/ | N\
Poincaré-Symmetrie Quantisierung Felder
s? = (ct)? — ¥ = invariant {, }poisson = |, ] o(x) = (¢, T)
e oco-viele Freiheitsgrade
Teilchen : |m, S, p, S, .. .) e ermoglicht Formulierung:
Darstellungsraume irreduzibler Darstellungen — relativist. Invarianz
der Poincaré-Gruppe zu festen Werten der — lokale Wechselwirkung
Masse m und Spin S bilden den (Nahwirkung — Kausalitét)
Ein-Teilchen-Zustandsraum. Bsp. W(x)y, A" (x)¥(z)

— liefert: | relativistisch kovariante Vielteilchen—Quantentheorie‘

, Teilchen sind Quanten von Feldern*
Im weiteren werden wir natiirliche Einheiten verwenden, d.h. wir setzen
c=1, h=1. (1)
Damit haben z.B. Impuls und Energie oder die Koordinaten von Raum und Zeit jeweils
die gleiche Einheit, ndmlich

1

1 = [E] = [Energie], = = i )

und die Wirkung S ist dimensionslos [S] = [t][E] = 1.



Kapitel 1

Teilchen

1.1 Poincaré-Transformationen

Die Menge aller Transformationen der Raum- und Zeitkoorsdinaten, die das ,, Wegelement
ds? in der vierdimensionalen Raumzeit,

ds* = dt* — di?, (1.1)

unerdndert lassen, nennt man Poincaré-Transformationen. Dazu gehdren die folgenden
Tranformationen:

e 4 Translationen (3 rdumliche, eine zeitliche): z# — 2" = x# 4 a*,
e 6 eigentliche Lorentz-Transformationen (3 Drehungen, 3 Boosts):

3
ot — o't = E A ¥
v=0

e Spiegelung (¥ — —Z), Zeitumkehr (t — —t).

Jede Poincaré-Transformation kann durch Hintereinander- Ausfithrung der obigen Transfor-
mationen dargestellt werden. Mathematisch geshen bilden die Poincaré-Transformationen
zusammen eine Gruppe, die Poincaré-Gruppe, Die eigentlichen Lorentz-Transformationen
in Kombination mit Spiegelung und Zeitumkehr bilden die Lorentz-Transformationen.
Die Translationen und eigentlichen Lorentz-Transformationen zusammen bilden eine Lie-
Gruppe mit 10 kontinuierlichen Parametern.

Zunéchst einige Notationen und Definitionen.

— Ein Vierer-Vektor: x = (2#) = (2°, 21, 2%, 2%) = (¢, %) : (kontravariante Komponenten
von ).

10 0 O
— Metricher Tensor g = (g,,) = 8 _01 _01 8 '
0o 0 0 -1
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10 0 0
2o =10 0 ) o
g = 00 -1 o |™ (g"). Damit ist (g~ 'g)", = 22:0 GG = 08
0 0 0 -1

— (Einsteinsche) Summenkonvention: Uber doppelt auftretende Indizes in Produkten ist
zu summieren, und zwar fiir:

3 3
griechische Indizes (u, v, p,0,...): Z, Z, o

3
lateinische Indizes (I, k,i,m,...) : Z, -

— Definition kovariante Indizes: z, := g,,2", (z,) = (2°, —2*, —2?, —23) = (¢, —Z). Beach-

te: mit Z ist immer (z', 2% z*) gemeint.

— Der Wechsel von ko- zu kontravarianten Indizes fiir beliebige Lorentztensoren ist immer

iiber die ,, Kontraktion“ des entsprechenden Index mit der Metrik definiert.

Zum Beispiel: T, = ¢"T},, oder T),” = g,,9""T*,. Insbesondere gilt g*, = g"’g,, = o*, .
0

— Ableitung: 9, := = und 0™u := — = ¢"”0,. Die Indexpositionen sind kosistent,

ozt 0z,

denn damit wird z.B. 9,2" = 0"z, = 4 invariant.
— Das Skalarprodukt
-y =z,y" = gurty”, (1.2)

ist invariant unter Lorentz-Transformationen.
. . . . A
Daraus kann man eine Eigenschaft der Lorentz-Transformationsmatrizen ablesen: = -y —
/ / / / .
vy = guaty” = g AN aPy?, also:

Yoo = G\, N, (1.3)

Multiplikation der Gleichung mit der Inversen Matrix (A™1)7_ liefert:

(A7, = A7 (1.4)

Hieraus folgt
det A™' = det A = (det A)* =1 = det A € {+1,—1}. (1.5)
Lorentz-Transformationen mit det A = —1 sind darstellbar als Hintereinanderausfiithrung

einer eigentlichen Lorentz-Transformation und einer Spiegelung oder Zeitumkehr.

— Aus Gleichung (1.5) folgt, dafl das vierdimensionale Volumenelement d*z ein Lorentz-
invariantes Integralaf ist:

d'z L a7 = | det A|d*z = d*x. (1.6)
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- st —¥r g4 2 2\ 0(0) o L ,

Ebenso ist W d*pd(p* — m?)0(p°) ein Lorentz-invariantes Integralmafl [siche 1.
Ubungsblatt]. Ein solches Integral iiber den ganzen 3-dimensionalen Raum entspricht dem
Integral iiber alle Energie-Impuls-Konfigurationen eines Teilchens mit Masse m.

— Neben dem metrischen Tensor g"” ist auch der total antisymmetrische Tensor invariant
unter eigentlichen Lorentz-Transformationen, d.h. die Komponenten des Tensors é&ndern
sich unter der Lorentz-Transformationen nicht. Bei Spiegelung oder Zeitumkehr wechselt
e"P? das Vorzeichen. Wir verwenden die Konvention:

Q0123 _

Damit wird zum Beispiel:

Oijk _ _ ijk 123 _

e —e mit e

und

_ vpo __ 0123 __
€0123 = gO,ugll/g2pg3oeu P = —e =—1.

Die Determinante eines Rang-2-Tensors M* kann dann wie folgt geschrieben werden:

det M = e MO M, M2 M3,

Poincaré-Gruppe

Die eigentlichen Lorentz-Transformationen zusammen mit den Translationen bilden eine
Lie-Gruppe mit 10 kontinuierlichen Parametern. Gruppenelemente ¢ sind differenzierbare
Funktionen der Parameter:

g(9k7 qbl,aﬂ) _ e—inJk—i¢lKl+iauP“. (1'7)

Dabei sind die Generatoren J*, K! und P* jeweils assoziiert mit Drehungen, Boosts und
Translationen. Bei Kenntnis einer Darstellung der der Ponicaré-Transformationen, lassen
sich die Generatoren der Gruppe durch Betrachtung infinitesimaler Transformationen ge-
winnen:

g(66*,5¢' 6a,) = 1 —i60F J* — i6¢' K + ida, P* . (1.8)

Damit kann man die Vertauschungsrelationen (Algebra) der Generatoren berechnen.

Lorentz-Gruppe

Fiir die Koordinatentransformationen gibt es folgende Darstellungen.
Drehungen:
— Drehung, mathematisch positiv, um z-Achse:

0 0
cos#® —sin?
sinf®®  cos@?

0 0

A(G?) = (1.9)

O O O =
_— o O O
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— Drehung, mathematisch positiv, um x-Achse:
10 0 0
n_ |01 0 0
A = 0 0 cos@' —sinf! (1.10)
0 0 sinf' cosf!
— Drehung, mathematisch positiv, um y-Achse:
1 0 0 0
o | 0 cosf* 0 sin6?
A(0%) = 0 0 1 0 (1.11)
0 —sinf? 0 cosb?
Boosts:
— Boost, in 1-Richtung:
cosh¢! sinh¢! 0 0
1, | sinh¢! cosh¢! 0 0
A(gp") = 0 0 Lo (1.12)
0 0 0 1
— Boost, in 2-Richtung:
cosh@? 0 sinh¢? 0
o 0 1 0 0
A7) = sinh¢? 0 cosh¢? 0 (1.13)
0 0 0 1
— Boost, in 3-Richtung:
cosh¢® 0 0 sinh¢?
3 0 10 0
A(¢°) = 0 01 0 (1.14)
sinh¢® 0 0 cosh¢?

Dabei hiingt fiir einen Boost in I-Richtung die Rapiditit ¢' mit der Geschwindigkeit v des

Transformierten Systems wie folgt zusammen:

v' = tanh ¢' .

Dabei ist
tanh ¢

V1 —tanhng’

sinh ¢ =

cosh ¢ =

V1 —tanthb‘

(1.15)
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Generatoren:
Die Darstellungen der Generatoren der jeweiligen Transformation lassen sich leicht durch
Betrachtung jeweils eines infinitesimalen Transformationsparameters in den Gleichungen
(1.9) bis (1.14) und Vergleich mit Gleichung (1.8) ermitteln.
Man erhélt so fiir die Drehgeneratoren die Darstellung

000 O 0 0 00 00 0 O
11 000 O o - | 0 0 0 4 3| 00 —i 0
S = 000 — |’ 7= 0 0 00 ]’ 7= 0« 0 0]’ (1.16)
00« O 0 — 0 0 00 0 O
und fiir die Boostgeneratoren
0 2 00 00 ¢ 0 00 0 3
1 -1 ¢ 000 2 -1 0000 3.1 0000
K= 0000 [ K== 1 00 0 |~ K= 0000 (1.17)
0000 0000 ¢t 000

Beachte, daf die J* durch hermitesche Matrizen dargestellt sind, wihrend die K' nicht
durch hermitesche Matrizen dargestellt sind.
Mit diesen Darstellungen fiir kann man die Algebra der Lorentz-Gruppe berechnen:

[ k] — lkan

[K', K*] = —ie*™J" (1.18)
[Jl Kk] lann

[JL K =0(1=1,2,3).

Im Allgemeinen faft man die Algebra (1.18) als abstrakte Algebra auf, fiir die man neben
der zur Herleitung benutzten , fundamentalen Dartellung®, als Matrizen die im Minkowski-
Raum wirken, auch andere Darstellungen finden kann. Zum Beispiel gibt es folgende Dar-
stellung der J* und K' durch Differentialoperatoren, die auf Funktionen im Minkowski-
Raum wirken [siche 1. Ubungsblatt]:

_ 0 0 . 0 0 . 0 0
SR RN N -39 10 - 1 9 2 O
Ji=—ile o3 8x2)’ /2 i ozt v 8x3)’ Jy = —ilz 02 v 8x1)’

(1.19)
0 0 . 0 0 . 0 0
0 9 0 9 a0 9 3 0
Ky =—i( oxl T 8x0) Ky = —ifx oxr? T 8x0) Ks i o0x3 T 8x0)'

Die Generatoren .J* und K' lassen sich als die Komponenten eines antisymmetrischen
Lorentz-Tenors J,, (= —J,,,) auffafien, mit

0 —-K!' —-K? —-K°

K' 0 J o =J?
(‘]/W) = K2 _J3 0 Jl

K g —=Jt 0

(1.20)
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Eine allgemeine Lorentz-Transformation kann dann auch in der Form

glw) = e7 8" (1.21)
mit
0 ¢ —¢* —o
(W) = 6 0 & & (1.22)

¢2 _93 0 91
¢3 92 _91 0

geschrieben werden. Damit erhélt man aus Gleichung (1.18) die kompakte kovariante Form
der Lorentz-Algebra:

[J;u/a Jpa] = 'é(guat]up + gupJuU - gVJJup - gupJVJ) . (123)

In der Feldtheorie betrachten wir Funktionen im Minkowski-Raum, die moéglicherweise
noch beziiglich einer Matrix-Darstellung der Lorentzgruppe transformieren kénnen. Fiir
diesen allgemeineren Fall sind die Darstellungen der Generatoren der Lorentz-Gruppe zu-
sammengesetzt:

Juw = Ly + S (1.24)

mit L, der Differentialoperatordarstellung aus Gleichung (1.19) und S,, einer Matrix-
Dartellung der Lorentz-Gruppe. Selbstversténdlich vertauschen L, und S, wechselseitig.

Gruppe der Translationen

Der Generator der Translationen ist der Viererimpuls P, dargestellt durch i0, = ia%.
Damit erhélt man die zusétzlichen Vertauschungsrelationen
[P}HPV] =0, (1.25)

[Py Jpol = i(9upls — Guo L) -

Gleichungen (1.23) und (1.25) bilden zusammen die Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe,
die wir nun als Algebra fiir abstrakte Objekte J,, und P* aufassen wollen (hier salopp
Operatoren genannt), fiir die es konkrete Matrix-Darstellungen zu finden gilt.

Dazu betrachten wir invarianten Operatoren, d.h. Operatoren, die mit allen Generato-
ren vertauschen und deshalb invariant unter Gruppentransformationen sind. Solche Opera-
toren werden in der Gruppentheorie auch Casimir-Operatoren genannt und sind Polynome
in den Generatoren. Fiir die Poincaré-Gruppe gibt es zwei linear unabhéngige Casimir-
Operatoren:

P? = P,P",
W? =W, w* mit WH = =7 ],,P,
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fiir die also gilt:
[P2’Pu] = [PZ’ JW] = [WZaPM] = [W2’ JW] =0.

Die Grofle W# wird Pauli-Lubanski-Operator genannt. Die physikalische Bedeutung ist
salopp formuliert

P?% ~ (Masse)?,
W? ~ (Masse)? x (Drehimpuls)?.

1.2 Teilchenzustande

Zum besseren Verstiandnis der folgenden Formulierungen zunéchst hier ein mathematischer
Einschub.

Einschub: Gruppentheoretische Begriffe

e Darstellung einer Gruppe G = {g}:
Eine Darstellung einer Grupper G mit Elementen g ist eine Abbildung

G — D(G)
g — D(g) : Operator auf einem Vektorraum V'

welche die Gruppenstruktur erhélt, d.h. mit folgenden Eigenschaften:

g10 g2 D(g1)D(g2),
I—1,

g '~ D(g)",

wobei I das Einselement der Gruppe G ist und 1 der Einheitsoperator im Vektorraum
V. D(QG) ist eine Gruppe mit gleicher algebraischer Struktur wie GG. Eine Abbildung
auf lineare Operatoren auf V' heifit ,lineare Darstellung” und eine Abbildung die
die volle algebraische Struktur der Gruppe erhélt heifit ,treue Darstellung“. Den
Vektorraum V' bezeichnet man auch als Darstellungsraum.

e Invarianter Unterraum der Darstellung D:
Ein invarianter Unterraum einer Darstellung D ist ein Unterraum Uj,, von V, fiir
den gilt, da8 die Operatoren D(g) fiir alle g jeden Vektor aus Uy, wieder auf Uy,
abbilden.

e Irreduzible Darstellung:
Eine Darstellung einer Gruppe in der es keinen invarianten Unterraum gibt. Im
Darstellungsraum einer irreduziblen Darstellung kann jeder Vektor des Darstellungs-
raums aus einem fest gewahlten Referenzvektor durch Gruppenoperationen generiert
werden.
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e Casismir-Operatoren einer Lie-Gruppe:
Es gibt eine maximale Menge von linear unabhéngigen Polynomen in den Generatoren
T, einer Gruppe, C;(T1,...,Tx), die mit allen T, kommutieren:

C;,T,] =0, a=1,...,N.
Daraus folgt, daf [C;, e~*@Te] = 0 ist, d.h. die C; kommutieren mit allen Gruppen-
elementen sind also ,,invariante Operatoren®.
Die Anzahl der linear unabhéngigen C; is gleich der maximalen Anzahl kommutie-

render Generatoren. Diese Zahl nennt man auch ,,Rang der Lie-Gruppe*.

e Schursches Lemma :
Ein Operator, der mit allen Gruppenoperationen vertauscht ist in einer irreduziblen
Darstellung proportional zum Einsoperator 1, d.h. wenn \; die Eigenwerte der Casi-
miroperatoren sind, dann gilt C; = \;1 in einer irreduziblen Darstellung.

e Charakterisierung der irreduziblen Darstellungen:
Eine irreduzible Darstellung ist charakterisiert durch Angabe der Eigenwerte aller
Casimir-Operatoren.
Beispiel: Die Drehgruppe hat Rang 1, und J? ist Casimir-Operator mit Eigenwerten
j(G+1) und j €{0,3,1,%,2,...}.

Freies Teilchen

Fiir den quantenmechanischen Zustand eines freien Teilchens ist ein simultaner Eigenzu-
stand von P° und P wihlbar:

Ip, \) € Hilbert-Raum H ,

dabei bezeichnet A\ weitere diskrete Quantenzahlen des Zustandes, wie z. B. die Spin-
Polarisation oder die Ladung. Fiir den Moment schreiben wir kurz |p) = |p, A). Es gilt
also

Ptlp) = p"|p) . (1.26)
Poincaré-Transformationen
Aa v
pr—p =Ap (p" =Np")
in H sind dargestellt durch unitére Operatoren U(A, a):

p) =5 |p) = U(A, a)|p) = |Ap) .

Bei Kenntnis von U fiihrt die Betrachtung infinitesimaler Transformationsparameter auf
die Darstellung der Generatoren J,, und P, als Operatoren auf H:

WS al oW St
U(dwh”, dat) =1 —ZTJW +ida" P, . (1.27)
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Umgekehrt erlaubt die Kenntnis von J,, und P, und deren Wirken in infinitesimalen
Transformationen (1.27) die Konstruktion einer Poincaré-Transformation mit endlichen
Parametern durch Hintereinanderausfithrung von im Limes infinitesimalen Transformatio-
nen:

. . 1 wh? m N —jd 5 v+iak P,
U(A,a):]\}l_r)rcl)o 1+ZN —TJW—l—a P, =e "z m,

Eigenwerte der invarianten Operatoren

o P2 = PEP, -
Mit der Eigenwertgleichung fiir einen Viererimpuls-Eigenzustand (1.26) erhélt man:

P*P,|p) = p"pulp) = p*lp) = ((0°)? — 5°)Ip) = m?|p) . (1.28)

Eigenwerte von P? : m* € R.

Falls m? ungleich Null ist, erlaubt ein Ubergang ins Ruhesystem des Teilchens (p — p’
mit p° = m und § = 0) die Bestimmung des invarianten Skalarprodukts p? (= p/?) zu:
m?. Dieses hier trivial anmutende Vorgehen ist bei Anwendung auf W? sehr hilfreich zur
Findung der Eigenwerte. Der Fall m = 0 ist iibrigens konsistent mit Formel (1.28).

Betrachten wir nun einen mit beliebigem A und a transformierten Ein-Teilchen-Zustand
im Hilbertraum: |Ap). Die Poincaré-Invarianz des Eigenwertes eines Ein-Teilchen-Zustands
ergibt sich aus der Eigenwertgleichung (1.26):

P'P,|Ap) = (Ap),(Ap)"|Ap) = p*|Ap) = m*|Ap) .

o W2 = WHEW,, mit W# = %e“”p"J,,pPU :

Fall m # 0:
Wenn W? auf ein massives Teilchen wirkt, kann die Wirkung der Operatoren W* auf einen
Ein-Teilchen-Zustand im Ruhesystem ausgewertet werden. Insbesondere wird dann

(P,) — (m,0),

wo = 0
1 . y .
W+ — §GWPOJVPm =0 W = Ime™ g =—-mJ' (i=1,2,3)
—€ijk
Damit erhalt man also
W2p') = —W2p') = —m2J|p) . (1.29)
1 3
Eigenwerte von W2 : —m? j(j + 1) mit j € {0, 3 1, 3 2,...} (1.30)

Ubrigens sind die W# die Generatoren der Gruppe aller Transformationen (alle Drehungen)
unter denen der gewéhlte Vierervektor (P,) = (m,0) unverindert bleibt, die sogenannte
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,kleine Gruppe® dieses Vierervektors. Der ungewohnliche Normierungsfaktor —m spielt
dabei keine Rolle.

Zu festem m und j ist der vollstindige Ein-Teilchen-Zustandsraum im massiven Fall
aufgespannt durch alle Zustandsvektoren |p, m;) mit p* = m? und m; der Index im (2j+1)-
dimensionalen Darstellungsraum der Drehgruppe zur Quantenzahl j. Fiir einen gegebenen
Zustand |p, m;) konnen fiir m; die Eigenwerte o; des Helizitdtsoperators (J-5/)|p| gewdihlt
werden. Dabei ist p ein vorgegebener Dreiervektor, kein Operator.

Fall m = 0:

In diesem Fall gibt es kein Ruhesytem fiir den Ein-Teilchen-Zustand. Es ist immer ei-
ne Achse durch die Impulsrichtung p/|p] ausgezeichnet, d.h. die volle Drehsymmetrie ist
gebrochen. Das System bleibt jedoch unter der einparametrigen Symmetriegruppe der Dre-
hungen um die ausgezeichnete Achse invariant. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
in ein System mit (p*) = (p,0,0,p) iibergegangen werden. Der Pauli-Lubanski-Operator
kann dann wie folgt geschrieben werden:

WO = —W? =pJ?, W= —p(J' — K?), W2 =—p(J*> + K").

Dabei sind die W* wieder die Generatoren der kleinen Gruppe des gewéhlten Vierervektors:
WO bzw. W3 erzeugt Drehungen um die p-Achse (hier z-Achse), wihrend W' und W?
Translationen in der z-y-Ebene erzeugen. Die Algebra dieser Operatoren ist

(Wo W = ipW?, (WO, W?] = —ipW*, (Wi w?=o0.

Offenbar bilden die Drehungen um die p~Achse eine Untergruppe der kleinen Gruppe von

(»") = (p,0,0,p).
Das invariante Quadrat des Pauli-Lubanski-Operators hat die Form:

WMW“ — —(W1)2 _ (W2)2 — _p2(J1 _ K2)2 _p2(J2 + K1)2 ]

Weitere kontinuierliche Symmetrien, aufler der Drehsymmetrie um die Achse der Bewe-
gungsrichtung, wurden aber bisher in der Natur nicht beobachtet, weshalb wir im Weite-
ren davon ausgehen werden, dafl physikalisch relevante Zusténde nur trivial beziiglich der
durch W? und W? erzeugten Transformationen transformieren. Damit ist der Eigenwert
von W, WH fiir einen masselosen Ein-Teilchen-Zustand gleich Null:

W,WH =0,

( HIER FEHLT NOCH WAS )

Definition eines Teilchens

Mit diesen Vorbetrachtungen 148t sich nun abstrakt definieren, was wir unter einem Teil-
chen verstehen.
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Ein Teilchen ist ein Zustand
lm, s, \)

im Unterraum einer irreduziblen Darstellung der Poincaré-Gruppe. Die iﬁrredu—
zible Darstellung ist charakterisiert durch die Eigenwerte von P? und J* falls
m # 0 (bzw. (J - p/)|p] falls m = 0):

3
27

2,..}.

1
m?>€ R und  s(s+1) (bzw. 0 € {&s}) mit s € {0, 3 1,

Dabei parametrisiert \ weitere diskrete Quantenzahlen (z.B. Spin-Polarisation,
Ladung, Paritét, etc.).

( HIER FEHLT NOCH WAS )
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Kapitel 2

Klassische Felder

2.1 Lagrange-Formalismus

Die fundamentale Grofle der klassischen Physik ist die Wirkung S,

to
5= / dt (2.1)
t1

mit einer Lagrange-Funktion L, die von den dynamischen Variablen des physikalischen
Systems abhingt. Die Bewegungsgleichungen fiir die dynamische Variablen (Naturgesetze)
folgen aus einem Variationsprinzip:

Prinzip der stationiren Wirkung (oder Hamilton-Prinzip):

Das Zeitverhalten der dynamischen Variablen bei Vorgabe ihrer Werte am An-
fang t; und Ende t5 eines Zeitintervalls ist derart, dal die Wirkung S stationér
ist beziiglich der Variation der dynamischen Variablen:

55 =0. (2.2)

Punktmechanik

In der Punktmechanik ist die Lagrange-Funktion eine Funktion der Koordinaten ¢, von
Massenpunkten und deren zeitlichen Anderungen ¢, (verallgemeinerte Geschwindigkeiten),

und die Wirkung

s- [ " @tLlg(t), d(t) (2.0

1

ist ein Funktional S[g] der Bahnbewegung der Punktmassen.
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Um das Prinzip der stationdren Wirkung zur Herleitung der Bewegungsgleichungen
anwenden zu kénnen, betrachten wir infinitesimale Variationen der dynamischen Variablen:

Qe — Qe+ 0g (2.5)

die am Anfang und Ende des Zeitintervalls verschwinden:
oqr(t1) = qr(t2) = 0. (2.6)
Die Variation der verallgemeinerten Geschwindigkeiten d¢y ist durch die Zeitableitung der

Variationen ¢ gegeben:

) ) ) ) d
Gk — Gr + 0qK = G + %&Ilv (2.7)

Fiir die Variation der Wirkung gilt dann:
5S = S[q+6q] — S[g] = 0. (2.8)
Mit der Definition der Wirkung (2.4) erhélt man daraus
' N, 0L oL b~ 0L dOL oL _ |"
0i65=/dt —qr + =4 =/dt — — ——)0qxk + =9 .

Der an den Intervallenden ¢; und t, ausgwertete ,Randterm®, den man duch partielle
Integration erhélt, verschwindet, weil die varrierten Grolen dort festgehalten werden (GI.
(2.6)). Damit erhélt man die bekannten Euler-Lagrange-Gleichungen:

= =0. (2.9)

Ubergang zur Hamilton-Funktion H

Die zu den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢ kanonisch konjugierten Impulse sind
definiert durch:

9L(q,4)
= 2.10
Pk i (2.10)
Die Hamilton-Fuktion H ist die Legendre-Transformierte der Lagrangedichte, die man bei
Ubergang von den {qx, g} zu den {qx, px} als unabhéngige Variablen zur Beschreibung des

Systems erhélt:

H(qr, pr) = Zpkdk —L(q,4q)- (2.11)

Dabei sei g mit Hilfe von Gl. (2.10) als Funktion g (qx, px) ausgedriickt.
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Feldtheorie

Der Ubergang von der Mechanik diskreter Punktmassen zur Kontinuumsmechanik kann
man sich als Grenziibergang eines Systems mit N Punktmassen auf einem rdumlichen
Gitter mit Gitterabstand a im gleichzeitigen Limes N — oo und a — 0, so daf} die Ge-
samtenergie immer konstant bleibt, vorstellen. An jedem Gitterpunkt, spezifiziert durch
die Angabe dreier ganzer Zahlen m := (mq, mg, m3), kann ein Satz von n Punktmassen
mit Koordinaten gy 7 (t) vorhanden sein. Die punktmechanischen Koordinaten gy (t) ge-
hen im Kontinuumslimes iiber in Felder ¢ (Z,t), wobei das diskrete Indextripel 7 in die
kontinuierliche Koordinate & iibergeht:

(¢ (1), 4 (1)) = (9(2), Ou(x), .. .) (2.12)
mit g (t) = (qrm(0), - G (1), 9(x) = (91(2), .. On(2)), Tt = (T, s Tup) -

Die Zeitableitungen der Felder korrespondieren direkt zu den Zeitableitungen der punkt-
mechanischen Koordinaten. Raumableitungen kommen durch Wechselwirkungspotentiale
zwischen den punktmechanischen Koordinaten zustande, z.B. gilt fiir ein eindimensionales

Problem der Ubergang:
1 ( ) — 0p(x,t)
dk+1 — 4k O

a
Je nach Form des Potentials kénnen im Limes auch Raum- und Zeitableitungen héherer
Ordnung auftreten.
Im Kontinuumslimes wird die Lagrangefunktion zu einem Raumintegral iiber eine La-
grangedichte L:

L(t) = / &z L(p,0,0). (2.13)
die Wirkung S ist dann:
S[g] = /_ dtL(t) = / d'z L(¢,0,9). (2.14)

Dabei gehen wir hier davon aus, dal das System im ganzen Minkowskiraum definiert ist.
Da das Integralmafl d*z Lorentz-invariant ist, folgt sofort, daf fiir eine Lorentz-invariante
Lagrangedichte £ auch die hier definierte Wirkung S eine Lorentz-Invariante ist.

Hamilton-Prinzip und Feldgleichungen

Die Dynamik der Feldtheorie erhilt man wieder aus dem Hamilton-Prinzip (2.2):
58 = S[p+5¢] — S[¢] = 0. (2.15)
Dazu betrachten wir infinitesimale Variationen der Felder

Pr(x) = Pr(x) + 0n(z), (2.16)
Oputr(x) — Oudr(x) + Ou(don()) (2.17)
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welche die Randbedingung erfiillen, dafl im rdumlichen und zeitlichen Unendlichen ver-
schwinden:, d.h.

dor(z) — 0 fiir max|z*| — oo. (2.18)
w

Damit erhalten wir

0=4S = /d4x2(8¢k %@(5@))
JrE ez e

Dabei haben wir den Term proportional zu 0,0¢; partiell integriert und ausgenutzt, dafl
der auftretenden ,, Randterm* hier aufgrund der Randbedingungen verschwindet. ' Damit
ergeben sich die Feldgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen) aus (2.19) zu

oL oL
) — =0. 2.20
0@ 0 220
Die kanonischen Feldimpulse sind in volliger Analogie zur Punktmechanik wie folgt
definiert:

oL
g (x) = . 2.21
Dadurch lésst sich nun analog zur Lagrange-Dichte die Hamilton-Dichte definieren:
N 9%
H(z) = anﬁ L. (2.22)
k=1
Die Hamilton-Funktion ist dann das Raumintegral der Hamilton-Dichte:
H = / d*r H(z) (2.23)

Sowohl Hamilton-Dichte H als auch Hamilton-Funktion sind natiirlich nicht Lorentz-
invariant.

'Um dies einzusehen, schrinken wird die Integration voriibergehend auf den Raumbereich einer 4-
dimensionalen Kugel mit Radius R und dem Koordiantenursprung als Mittelpunkt, Kz(0), ein und be-
trachten den Grenzwert R — oo nach Ausfithrung der partiellen Integration. Der Rand der Kugel sei

OKR(0). Es gilt dann fiir das Vektorfeld f* := 5555

lim d*z 10, (6¢x) = lim ( /K (Od4x Ou(f*Sr) — /K (O)d‘la:(a#fﬂ)wk)

R—o0 Kr(0) R— )
— lim do, (f15¢x) — / da (9, ") e
R—o0 OK R (0)

Das Integral iiber den Rand der Kugel, welches man durch den Satz von Gau$ (in 4 Dimensionen) erhélt,
verschwindet aufgrund der Randbedingung (2.18).
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2.2 Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhal-
tungsgroflen

2.2.1 Noether-Theorem
Gegeben:

o Felder ¢y (x), S = [ d'v L(¢k, Oudr, x)
e Koordinaten z#

e cine infinitesimale Transformation T'(ey, ..., ey) = T'(¢) mit den kontinuierlichen Pa-
rametern €4 (A=1,...,N):

= aP =k 4 ot mit dar = X' (x)ea

T“):{ Oor(r) = GL(r') = u(x) + 0u(x), mit Sdy(r) = Tax(w)ea

8

(2.24)

Satz

Ist die Wirkung S invariant? unter der N-parametrigen infinitesimalen Transformation
T'(e), dann gibt es, zu jedem Parameter ¢4 korrespondierend, N lokal erhaltene Grofen,
d.h. Vierer-Stromdichten j/ (sog. ,erhaltene Strome*) die folgende Kontinuitétsgleichung
erfiillen:

At =0, (2.25)

Beweis

Der Beweis des Noether-Theorems verlauft wie folgt. Zunéchst zeigen wir, dafl die aus der
Transformation T'(¢) resultierende Variation der Wirkung §S = S’ — S fiir physikalische
Feldkonfigurationen, d.h. fiir Felder welche die Euler-Lagrange-Gleichungen (2.20) erfiillen,
immer die Form einer Vierer-Divergenz eines Vierer-Stromes annimmt. Unter der Voraus-
setzung, daBl aufgrund einer Symmetrie eine vorgegebene Wirkung S invariant ist unter
T(e), folgt dann das Verschwinden dieser Vierer-Divergenz.

Die Variation der Wirkung ist:

S =5-8= /d%'ﬁ((j);(x/), 9,9 ("), x") — /d4x L(px(x), 0utr(z), x). (2.26)
Zunéchst betrachten wir die infinitesimale Anderung des IntegralmafBes:

oz’ 4
det (a—x)‘ d x,

2Diese Bedingung werden wir im Laufe des Beweises noch etwas priizisieren miifen.

dy =
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mit der Jacobi-Matrix

oz’
<8 ) = 0", + 0,0zt = o*, + 0, X% (x) e
l&l/

Unter Verwendung der Relationen

2 3
detM:eSp[lnM], In(1+0U) = U—%+%— -

fiir beliebige (n x n)-Matrizen M und U, erhalten wir:

det(@f) SpIn(E", + 0, X4(@)ea)] _ 1 4 9, X* (2)eq

Ox
Fiir infinitesimale €4 ist diese Determinante auf jeden Fall positiv und wir erhalten:
d'z’ = (14 9,62") d'z = (1 + 9, X4 (2)ea) d'x (2.27)

Da von der Transformation T'(e) sowohl die Form der Felder ¢x(z) als auch deren
Argument z betroffen sein kann, machen wir folgende Unterscheidungen fiir die Variation
der Felder? :

Formvariation : 6¢y(x) = ¢}, (z') — ¢r(z'),
Argumentvariation : A¢yg(z) = gbk( " — (),
Gesamtvariation : d¢y(z) = @) (2") — dr(x) = ddi(x) + Adp(z) .
Die Variation der Lagrange-Dichte mit 7'(¢) ist dann
0L = L(p(2), 0,81, (2"), ") — L(dn(x), Oudn(2), @) (2.28)
oL - or - OL(¢r(x), 0,0k (), 7)

Dabei ist im letzten Term die totale Ableitung nach der Koordinate ## gemeint?*, welcher
auch mit Hilfe der Argumentvariationen wie folgt ausgedriickt werden kann:
L(¢k(x), Oy (x), ) _ oL OL (P, O, P, )

Ot ¢ ¢ t om0 ( u¢k) (0M¢k) + Ot

3Beispiel: Sei ¢(r) = €** und die Transformation eine infinitesimale Lorentz-Transformation. Dann
gilt: A Az = (14 6A)xz und k ANk = (14 6A)k. Damit wird
Sfb(f) _ z(Ak)(A;E) _ ik»(Aw) — eikm . ei(éAk)»w-l—ik»(tsAw) _ eikmeik»@/\w)

ozt . (2.30)

= e*2[(1 4 i(0Ak) - 2)(1 + ik - (6Az)) — (1 + ik - (bAz)) = e i(6Ak) - =
Ap(z) = e*he _gthr — = eike k. (§Az),
Sp(x) = ! MR(A2) _ pike — oikz (j(SAK) . & + ik - (0Ax)) .
Offenbar ist dé(x) = d¢(x) + Ag(x), was im vorliegenden Fall gleich Null ist, weil es sich hier um ein
Skalarfeld handelt, welches invariant unter der Lorentz-Transformation ist.

4Wenn nichts anderes bemerkt wird, verstehen wir eine Ableitung 0, immer als totale Ableitung nach
der Koordinate x*.
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In diesem Fall ist im letzten Term nur die Ableitung nach einer expliziten Koordinaten-
abhéngigkeit der Lagrangedichte £ gemeint.
Mit den Gln. (2.27), (2.28) und (2.30) wird die Variation der Wirkung (2.26) zu

S = / d*z(5L + (9,62") L)

oL oL
= 90 " T 00

Die Formvariationen von ¢, und 9,¢;, fithren wir auf die Gesmatvariation von ¢, zuriick,
die durch das Transformationsverhalten (2.24) gegeben ist:

0k () = ¢ (a') — du(a’) = or(x) + dn(x) — (Dr(x) + (Duopr(x))dat)
= 0(x) — (Oudpr(x))dz"
0(Duor(x)) = 8,0, (2") = 0, 6(2") = 8, (¢n(x) + dn(x)) — 0, (dr(x) + (O Pr(x))d2")
= Du(00n(x)) .

Damit wird Gl. (2.31) zu

6(0,k) + 0 (L") . (2.31)

oL
a(au¢k)

Unter Verwendung der Feldgleichungen (2.20), kénnen wir 8872 durch 6M% ersetzen und

5S = / ' [ o (50n — (Bun(z))3e) + 8u(5¢k—(8,,q5k)5x”)+8u(£5m“)] |

erhalten

S = / d'z au< (8f 5.9 (5éx — (D, 6x)02") +£593”)

- /d49: {(‘L (%(%,A(x) — X' ()0, %) + cX;{(g;))] €4 (2.32)

Dabei haben wir in der zweiten Zeile wieder die Variationen der Felder und Koordinaten
geméf der Transformation (2.24) eingesetzt. Das Ergebnis gibt Anlaf zur Definition der
Viererstrome:

.o
Ja =

Bisher haben wir gezeigt
d'a' L(¢),, O ¢, ') — d*x Lk, Oy, ¥) = d*z (9,54) €a

Ist nun die Wirkung S invariant unter 7'(eq, ..., €y), so folgt wegen der Unabhéngigkeit
der €4 aus (2.32) zunéchst nur:

(Upa(x) — X4(2)0,08) + LXN(z), A=1,...,N.

/d4x8ujj =0.
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Gilt zusétzlich die starkere Bedingung, dafl das Produkt aus Integralmafl und Lagrange-
dichte sich unter beliebigen infinitesimalen Transformationen T'(ey, ..., €x) nur um hochstens
einen Term proportional zu einer Vierer-Divergenz éndert,

d'x' L(¢), 0,0, a') — d'w Lk, Oupr, ©) = d'z (D fh) €a,

dann hat dies die Invarianz der Wirkung S zur Folge und es gelten zusétzlich N lokale
Kontinuitétsgleichungen (A =1,..., N):

0, T4 (z) =0 (2.33)
mit
. oL
Th(x) = ja(x) — fi(z) = m(‘l’k,/s@) — X4(@)0,¢r) + LXY () — fi(z) . (2.34)
]

Erhaltene Ladungen

Aufgrund der Kontinuititsgleichungen sind die mit den Stromen J4(x) verkniipften La-
dungen

Qu = / & 73(z)

erhalten:

dQA 9 3 0 RT 3 = =g Gauss . - 2 o

—— = lim d°x 00T 4(x) = lim d’xV-Ja(zx) "= lim da-j(z) =0.
dt — R=oe Jgp0) R=o0 Jp(0) B0 Jokp(0)

Noether-Strome nicht eindeutig

Die erhaltenen Strome sind nicht eindeutig festgelegt. Wenn 0,7 = 0 gilt, dann gilt
auch fur die GroBe J) = J4 + 0,0 mit einem anti-symmetrischen Lorentz-Tensor
O* = —O"" eine Kontinuitétsgleichung:

0,T4 = 0,TK + 0,0,0" = 0.

2.2.2 Klassifizierung von Symmetrien

In relativistischen Feldtheorien unterscheidet zwei Klassen von Symmetrien.

AuBere Symmetrien: Raum-Zeit Symmetrien

Invarianz unter Transformationen der Koordinaten und Felder gemafl der kontinuierli-
chen Poincare-Transformationen (Drehungen, Boosts und Translationen) und der diskreten
Transformationen (Raumspiegelung und Zeitumkehr).

In Theroien ohne Massenskala gibt es noch die Skalendnderung als eine weitere
Symmetrie-Transformation. Diese kann in einer Klassischen Theorie auftreten, ist aber
in der korrespondierenden Qunatenfeldtheorie verletzt (d.h. keine Symmetrie mehr).
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Innere Symmetrien

Invarianz unter kontinuierlichen oder diskreten Tranformationen nur der Felder am gleichen
Raum-Zeit-Punkt.

Bemerkung:
Diskrete Symmetrien entziehen sich der Schlussfolgerung des Noethertheorems, d.h. fithren
nicht auf lokal erhaltene Groéflen. Dennoch erlaubt eine diskrete Symmetrie eines physika-
lischen Systems die Unterteilung der Energie-Eigenzustdnde in Zusténde zu festen Eigen-
werten der Symmetrie-Transformation S. Ein Eigenzustand von S bleibt Eigenzustand fiir
alle Zeiten.

2.3 Freie Felder

Wir bezeichnen ein Feld ¢(x) als freies Feld, wenn die Feldgleichungen, die es erfiillt, linear
in ¢ sind, d.h. die Lagrangedichte ist (hochstens) quadratisch in ¢, 0,9, [0,0,¢], ...

2.3.1 Skalarfelder

Das Transformationsverhalten eines Skalarfeldes ¢(z) unter Poincaré-Transformationen ist:

o(x) — ¢'(2') = o(z). (2.35)

Wir wollen hier die Poincaré-Transformationen immer als aktive Operationen auffaffen.
Demnach bewirkt eine Translation mit Parameter a* eine Verschiebung aller Raumzeit-
Punkte z gemaf x* — z#+4a* und aller Felder derart, daf die funktionale Gestalt des Feldes
um den gleichen Verschiebungsvektor a* gegeniiber der urspriinglichen Gestalt verschoben
ist. Das bedeutet zum Beispiel, dafl eine Feldkonfiguration ¢(z) mit einem Peak bei x = 0
nach einer Verschiebung um a diesen Peak bei x = a haben wird, wenn das Feld ¢’ in
den urspruenglichen Koordinaten z, also als ¢'(x) ausgedrueckt wird. Ausgedriickt in den
urspriinglichen Koordinaten x gilt also die Entsprechung;:

—~
|
—_
8
~—

¢'(z) = p(A
¢'(z) = oz —a).

Lorentz-Transformation : z —2'=Ax < ¢(z) —
Translation rrx—ad=cv+a < ¢x)—

Reelles Skalarfeld

Fiir ein reelles Skalarfeld gilt:
o(z) = ¢*(z).

Ein Feld, das diese Bedingung erfiillt, nennen wir auch ,neutrales* Skalarfeld, denn wir
werden spéter sehen, dafl es zur Einfithrung einer elektrischen Ladung die Existenz ei-
ner zusatzlichen inneren Symmetrietransformation der betrachteten Materiefelder bedarf,
welche sich mit einem reellen Feld nicht realisieren 1&8t.
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Die Lagrangedichte eines freien, reellen Skalarfeldes ist
£ = H(0,0)(@6) - 2. (2:30
Daraus ergibt sich folgende Feldgleichung (Klein-Gordon-Gleichung)
O+ m*)¢(z) =0 mit 0= 0,0". (2.37)

Diese Gleichung ist Poincaré-invariant, was impliziert, dafl mit jede Losung ¢(z) Poincaré-
invariant sein muf. Sie 148t folgende Losungen durch ebene Wellen zu:

gb;'f(x) = eFiPe mit P°(p) = V/m?+ p?, (2.38)

wobei der Energie-Impuls-Zusammenhang p°(p) dem eines Teilchens mit Masse m und
Impuls p entspricht. Diese Losungen bilden zusammen einen vollstdndigen Satz linear un-
abhéngiger Losungen der Klein-Gordon-Gleichung, was auf folgende Fourier-Darstellung
der allgemeine Losung von (2.37) fiihrt:

_ 1 d3p —ipT CL* e-i-ipx
00) = 7 [ oty [a0)e™ + 0 )] (2.39)

Aufgrund der Wahl eines Poincaré-invarianten Integralmafles miissen auch die Amplitu-
denfunktionen a(p) und a*(p) Poincaré-invariant sein.

Symmetrie-Transformationen von L:
Die Lagrangedichte £ ist invariant unter

e allen Poincaré-Transformationen,
o ¢(r) — —¢(x) (innere, diskrete Symmetrie).

Aus den kontinuierlichen Poincaré-Transformationen (Translationen, Drehungen und
Boosts) ergeben sich geméf Gl. (2.34) entsprechende Noetherstrome. Die korrespondie-
renden Erhaltungsgréfien sind hierbei der Viererimpuls, der Drehimpuls und die Schwer-
punktsbewegung.

Beispiel Translationen:
L und d*z sind separat invariant. Deshalb verschwindet der mogliche Term f% in (2.34).
Die infinitesimalen Transformation der Koordinaten x und des Feldes ¢(x) lauten:

ot — a2t 4 dat = 0" 0a”

o(x) — ¢'(2') = ¢(x) = d¢(x) =0.

Damit identifizieren wir X/ (x) = 6# und ¥, (x) = 0. Der Index A ist hier ein Lorentzindex
(v). Wir erhalten aus (2.34) 4 Noetherstrome: J* = (9*¢)(0 — 6205¢) + L5* — 0, oder

T = =J" = (0"¢)(0"¢) — "L, (2.40)
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den Energie-Impuls-Tensor bzw. die Vierer-Impulsstromdichte. Es ist eine einfache Ubung
sich mit Hilfe der Klein-Gordon-Gleichung zu iiberzeugen, daf§ in der Tat

8,T" =0

gilt. Die zugehorige Erhaltungsgrofie ist der Gesamt-Vierer-Impuls des Feldes:
pr= [Ea1 = [Pol@0)@0) - ).

Komplexes Skalarfeld
Die Lagrangedichte eines freien, komplexen (bzw. , geladenen®) Skalarfeldes (¢ # ¢*) ist
L(¢,¢",0u0,0,0") = (0,0")(0"¢) —m*¢" ¢,
beziehungsweise mit ¢1 = Re(¢), ¢ = Im(¢) gilt auch
L = (0u61)(0"p1) = m*¢F + (0u02)(9"P2) — m*¢5.
Damit ergeben sich die Feldgleichungen zu
O+ m2)p(z) =0, (O +m?)¢*(z) = 0

bzw. (O+ m?)¢i(x) =0 (i = 1,2), d.h. ¢ und ¢* bzw. Real- und Imaginirteil des komple-
xen Skalarfeldes erfiillen die Klein-Gordon-Gleichung. Fiir die allgemeine Losung 148t sich
wieder eine Fourier-Darstellung angeben:

_ 1 d3p a . e—ipx * . e—l—ipx
0a) = Gz | gt )€V () (2.41)

Im Unterschied zur allgemeinen Losung des reellen Skalarfelds in Gl. (2.39), sind die Am-
plituden a und b* hier nun voneinander unabhéngig.

Symmetrie-Transformationen von L:

e alle Poincaré-Transformationen,

o — €

5 eiongr } mit « € R (innere Symme-

e die kontinuierliche Transformation {

trie beziiglich der Gruppe U(1)),

e die Transformation: ¢ — ¢* (innere diskrete Symmetrie).

Aus der kontinuierlichen inneren Symmetrie erhélt man in Verlgeich zum reellen Skalarfeld
einen zusétzlichen neuen Typ Noetherstrom. Die infinitesimale Transformation lautet:
ot — ¥ =X"=0,
¢(x) — ¢f(2') = (1 +ida)¢(x) =¥ (z) = ig(z),
¢*(z) — ¢*'(2') = (1 — ida)¢*(x) =V (z) = —ig*(z) .
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Damit folgt aus (2.34) fiir den erhaltenen Strom j*

L oL o
P 90,.0) 98,07

U =i[(0"9")¢ — ¢"(9"¢)]. (2.42)
Die zuhehorige erhaltene Ladung ist dann:
Q= [ Paf @) =i [@6)0 - (@),

Unter Verwendung der Feldgleichungen 148t sich leicht nachpriifen, dafl in der Tat
dQ
2
dt
gilt. Unter der diskreten Transformation C : ¢ — ¢* wechselt die Ladung ) ihr Vorzeichen,
c
Q - _Qa

weshalb wir diese auch als ,Ladungskonjugation® bezeichnen wollen. Die Felder ¢ und
¢* repréasentieren also zwei innere Freiheitsgrade, die Teilsysteme mit entgegengesetzter
Ladung beschreiben. Spéter, nach Einfiihrung der elektromagnetischen Wechselwirkung,
kénnen wir j# mit der elektrischen Stromdichte identifizieren.

2.3.2 Vektorfelder

Sei A, ein neutrales Vektorfeld, d.h. A, = A7}, Das Transformationsverhalten unter einer
Poincaré-Transformation ist

Ay () — AL (a) = A", A" ()
Die Lagrangedichte des freien Feldes lautet

1 M?
£ — _ZFMVFMV ‘l— TAUAM 5 (243)

mit dem Feldstarketensor F), = 0,4, —0, A, und einem Massenparameter M. Fiir M = 0
erhélt man die Lagrangedichte der Elektrodynamik im Vakuum.

Fall M # 0 :
Die Feldgleichung fiir das ,, massive“ Vektorfeld lautet (Proca-Gleichung):

(90 (0 + M?) = 8,0,] A" (x) = 0. (2.44)

Durch anwenden einer Ableitung 0" auf die Gleichung folgt, da M # 0, unmittelbar [siehe
2. Ubungsblatt]:

DA, () =0. (2.45)
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Zur Losung der Proca-Gleichung machen wir einen Ansatz mit ebenen Wellen,
At (z) = at(k)e™*

mit einem z-unabhingigen Polarisationsvektor a*(k). Damit folgt nun aus der Feldglei-
chung (2.44)

(=Kk* + M*)a, (k) + ku(k - a(k)) = 0. (2.46)
Aus der Eigenschaft des Vektorfeldes 0,A* = 0, Gl. (2.45), folgt andererseits bereits
k-a(k)=0. (2.47)

Damit wird Gl. (2.46) zu
(=K* + M?)a, (k) =0

und damit folgt fiir nicht-triviale Losungen a, (k) # 0: eine Beziehung zwischen Energie
und Impuls der Wellenlosung

k2 = M? bzw. KO(k) = £\/ M2 + k2.

Gleichung (2.47) schrénkt die moglichen Polarisationsrichtungen a*(k) auf einen 3-
dimensionalen Unterraum des Minkowskiraums ein. Fiir die Mannigfaltigkeit der erlaubten
Polarisationsvektoren a*(k) 1483t sich folgende Basisdarstellung angeben:

mit
G =0.EE).  SE=080).  dm=0 L)
||
und
& k=0, g8 =0y, i=1.2,

fiir einen gegebenen Vierervektor k = (k°, lg) Damit sind die Polarisationsvektoren raum-
artig und im Minkowksi-Raum orthonormiert, d.h. es gilt:

E)\7M(k?)€/;,(k) = —(S)\A/ .

Die allgemeine Losung des Vektorfeldes kann nun als Fourierintegral mit Amplitudenfunk-
tionen ay (k) und aj (k) geschrieben werden:

dgk —ikx * ikx
A(w) = 3/2 2/2/’{;0 k)ek(k)e ™ + a} (k)eh(k)et™ ] . (2.48)
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Fall M =0 :
Fiir das ,,masselose® Vektorfeld ergibt sich aus (2.43) die Lagrangedichte:
1 »
L= _ZFWF , (2.49)

und die zugehorige Feldgleichung ergibt sich zu
(900 — 0,0,]A"(x) = 0. (2.50)

Das Anwenden einer Ableitung 0" auf die Feldgleichung liefert im Fall M = 0 keine Be-
dingung an das Vektorfeld, sondern eine Identitét,

9,0 — 09,]A =0,

welche unabhéngig von der Feldkonfiguration A*(x) erfiillt ist.

Im Unterschied zur Lagrangedichte des massiven Vektorfeldes besitzt die Lagrangedich-
te (und damit natiirlich auch die Wirkung) des masselosen Vektorfeldes einen besonderen
Typ Symmetrie:

Eichsymmetrie
L beziehungsweise die Feldgleichungen sind symmetrisch unter der Transfor-
mation

At (x) — A¥(x) + 0" A(x) (2.51)

mit einer beliebigen, von der Raum-Zeit-Koordinate x abhéngigen Funktion

A(z).

Es ist einfach zu sehen, dafl bereits der Feldstiarketensor F* unter der Transformation
(2.51) invariant ist. Die Besonderheit dieser Symmetrie ist, dafi die weitreichende Inva-
rianz beziiglich einer beliebig wihlbaren Funktion A(z) letztlich bedeutet, dafi ein dyna-
mischer Freiheitsgrad dieser Theorie einer Symmetrietransformation entpricht und somit
keine physikalische Bedeutung hat.

Weiterhin ist auch im masselosen Fall die 0-Komponente des Feldes A°(x) kein dyna-
mischer Freiheitsgrad, da in der Lagrangedichte — und damit auch in der Feldgleichung

— keine Zeitableitung von A°(x) vorkommt.
( HIER ENDET Z.ZT. DIE UEBERARBEITUNG DES TEXTES )

Wir suchen nun nach einer Losung von (2.50) und beginnen mit dem Ansatz
At(x) = a“(k;)eikm
Daraus folgt sofort aus (2.50)

—k*a, (k) + kuk,a” =0 (2.52)
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Wir suchen nun fiir a#(k) eine allgemeine Linearkombination im Minkowski Raum

2
Hk) = axeh(k) + k" + pre

wobei gilt:

ek (k) = (0,&)), mit der Randbedingung E\k = 0, und £;&5 = 0.
Weiterhin ist r# = (k, —k), linear unabhiingig zu e, und k.

Man iiberzeugt sich leicht, dass r - k = (k°)2 4 k2 # 0, fiir k* # (o,0).

Setzen wir diese Definitionen in (2.52) ein, so erhalten wir

—k?(axel + k" 4 Bri) + kF(vk2 + Br - k) =

—k*(axeh + Bri) + kK (r- k)8 =0 (2.53)

Als Ubung kann man sich iiberzeugen, dass aus (2.53) folgt, dass § = 0 gilt.
Damit folgt wiederrum k% = 0 und somit

KOk = +|k|kya” (k) = vk* = 0 (2.54)
Aus (2.54) folgt dann als allgemeine Losung fir o
a'(k) =Y ax(k)e (k) + y(k)k" . (2.55)
A=1,2

Mit (2.55) kann man dann die allgemeine Lésung von (2.50) angeben:

d3k —ikx * 1kx
At(w) = 3/22 [ it ke + bk e ) +

(27r1)3/2 / QZO(kE) [V(k)k”(k)e_ikx+7*(k)ku(k)e+ikx]

Die ay beinhaltenden Terme bezeichnet man auch als transversale Polarisationszustiande
(=2 A%, (x)), die y(k) beinhaltenden Terme stellen die longitudinalen Polarisations-
zustdnde entlang des Ausbreitungsvektors k dar.

Behauptung
Die Longitudinalen Polarisationszusténde sind unphysikalisch < Die Vektorfelder sind
symmetrisch unter der Eichtransformation (2.51).

Beweis

dgk o —ikx * “w 6+ikm
[ 7 DRI 4 7 (e (]



36 Kapitel 2. Klassische Felder

3k , .
e 1) (k)]
Eine Verénderung in (k) fithrt zu einer Verédnderung von A* durch eine Eichtransforma-
tion. Physikalisch Beobachtbar ist F* = Ot A” — OV At = O" AL, - — OV AT, .

Damit sind sémtliche physikalischen Zustédnde eines masselosen Vektorfeldes gegeben durch

At (z) = (273)3/2 Z/ @’k [aA(k)g’;(k)e—““ + a;(k)gﬁ(k)eﬁ-ikx}

Mit k2 = 0, e\(k) = (0,&)), =k = 0, £& = 0. Die Wahl der Polarisationsvektoren ist
nicht kovariant.

2.3.3 Dirac-Felder

Ein Feld ¥ wird als Dirac-Feld bezeichnet, wenn ihm eine feste Masse m, ein Spin 1/2 und

Invarianz beziiglich Raumspiegelung zugeordnet wird.
Uy ()

Das Dirac-Feld ist ¥ (z) = , wobei die W, als Spinoren bezeichnet werden.

Die Dirac-Felder erfiillen die Dirac-Gleichung
(iv"0, —m)¥(x) =0 (2.56)

Mit den Gamma-Matrizen (v*) = (7%, 7%, 7%, +3). Diese sind 4 x 4-Matrizen im Spinorraum
und sie erfiillen die sogenannte Clifford Algebra

VA A =g T (2.57)
Es gilt fiir die kovarianten Gamma-Matrizen

Yo =g’ = (P, = =2, =)

AuBlerdem definieren wir

1.2.3

¥ =1:9"7'7"" = {3, 5} =0

Die Gamma-Matrizen haben die explizite Form ~° = 0 la2xs ,YF = 0 —on ,
12><2 0 O 0

mit oy: Pauli Matrix.

Da [i-y(k)e e — i y*(k)eT™*] ist



2.3. Freie Felder 37

o 12><2 0
i“’"( 0 —1M)

Es gibt jedoch weitere Darstellungen der Gamma-Matrizen. Jede unitédre Transfor-
mation U, v* — ~* = U~*U~!, erhiilt die Form der Dirac-Gleichung (2.56) und der
Clifford-Algebra (2.57) und liefert somit eine giiltige Darstellung (7#) der Gamma-
Matrizen.

Beispiel: Dirac-Darstellung 7° = ( 120X2 10 )’ - ( (37 O(')k )
—i2x2 —O0k

Der Adjungierte Spinor

Wir definieren den adjungierten Spinor

U(a) = Wh = (W], 03, W3, U3, )" (2.58)

- 0 of 0 ot
Dabei gilt (v°)7 = 4%, und (4*)7 = ( ol 0’“ ) = ( ok 0 )
Damit folgt im Allgemeinen

(VF)T = 709%y0

Lagrangedichte

Man kann eine Lagrangedichte definieren, aus der sich dann die Dirac-Gleichung ableiten
lasst. Diese hat dann folgende Gestalt:

L= V(@)(iy" 0, —m)¥(z) = Y Wa(@)(i(1" Dy — map) V() (2.59)

a,b=1
Mit (2.59) ergeben sich dann folgende Feldgleichungen, die mit (2.56) dquivalent sind:

oL oL
_— — 0 —_— = ) ”a - \Ila — 0
ov, 00,9, (30 =m)

oL oL

= _H ——= P ("D — —
v, a“@(@,}lfa) U, ("0, —m) =0
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Transformationsverhalten
Das Transformationsverhalten der Dirac-Felder unter einer Poincare-Transformation ist
U(x) — V'(z") = S(A) - ¥(x)
speziell die Darstellung der Lorentz-Transformation
S(A) = e~/ S

mit X, = £[y*,7"] und damit Xf, = 7°%,,~°.

Daher gilt fiir S(A)~! = 4S5S40 ist nicht unitéir, wie sich leicht zeigen ldsst.
Es gilt
STHA)YS(A) = ALy”

Als Ubung kann man sich davon iiberzeugen, dass £ unter einer Lorentz-Transformation
invariant bleibt.

Eine Auflistung Kovarianter Grofien

e UV, Skalar
o U~*U, Vektor

WsW, Pseudoskalar (-1 bei Raumspiegelung)

Wort W, Tensor Zweiter Stufe, mit o := i/2[y*, "]

Ur5y* W, Pseudovektor (wird auch als Axialvektor bezeichnet)

Die Basis im Raum der y-Matrizen enthélt 16 Vektoren: {14x4,v*, 0", v5, "5}

Raumspiegelung
Sei P der Operator der Raumspiegelung P. Dann gilt fiir die Raum-Zeit-Koordinate x

P

r=(2%7) 52 = (2° -7

7_:2:)

Wobei o' = Pta?, und (PV) =

oSO O
(@)
I
—_



2.3. Freie Felder 39

Desweiteren gilt fiir das Feld W:

U(z) B W () = PU(2)
0
Wir bestimmen P in der Spinorraum-Darstellung: P~1y#P = { _vyk

-,

Damit gilt fiir den Strom j* = Uy*U = (,jovj) Z (jo’ —J)

Es gilt im Allgemeinen PTP = 1 womit man P auch angeben kann als P = ¢”4°, mit nicht
festgelegtem 7.
Wir untersuchen nun die Auswirkung der Raumspiegelung auf die Felder im Detail:

U(z) 2 "y ()
Hiermit folgt fiir das Adjungierte Feld

U(z) B wi(z)e ™
Damit ergibt sich fiir die kovarianten Grofien:

o Skalar: UU 5 Wf(2)e=iny 0¥ (z) = T

_ ) ) 1.0
e Vektor: W~y*W LN \IIT(x)e_mfyOfy“e“?\If(x) = { \11_7 ;I]
-y
: T — U700
e Axialvektor: Uy 0 2 _
o { U570

L hat nun unter der Raumspiegelung P eine kontinuierliche, innere Symmetrie:
v L deg
U 5 emieg
Mit v € R, die zugehorige Gruppe ist die U(1). Damit folgt fiir den Noetherstrom
Gt = Uy (2.60)

Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugation ist im Gegensatz zur Raumspiegelung eine diskrete Symmetrie.
Fiir die Lagrangedichte £ gilt dann, wenn C der Operator der Ladungskonjugation ist

U(z) S 0e(z) = CT'(2)
wobei gilt
CTHC = —(v*)1 (2.61)
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In direkter Dirac-Darstellung ist
C=1i-v*9°
wéhloverline. In jeder Darstellung gibt es eine Matrix C, so dass (2.61) erfiillt ist.
T — TC = (CT') = (CT")1y° = (T
= (UH0)Chy? = Wi(y0)"Cly?
Mit C =i -v*°, (7°)* = 4% und CT = —i(7°)T(7?)T = —iy?40, ergibt sich

U = Ul (=i)y*yy" = —wict

Untersuchen wir nun das Verhalten der Felder unter der U(1) Transformation
P — 6—10{\1]0
U’ — ey’

Wie sich leicht feststellen lasst, sind £ und der Noetherstrom unter der Transformation C

invariant. Es gilt
csc
s

In der Quanten Feldtheorie sind ¥ und ¥ antikommutierend. Dann gilt fiir den Noether-

strom

=g

Losungen der Dirac-Gleichung

1. W(z) =" .u(p), p° = /m? + p?, mit der Notation: ¢ := y*a, = a*y,
Einsetzen in die Dirac-Gleichung (2.56) liefert

(¥ —m)u(p) =0 (2.62)

und aus (2.62) folgen zwei linear unabhéngige Losungen: w,.(p), mit r = 1,2.

2. U(x) =" v(p), p° = /m? + p?

Einsetzen in die Dirac-Gleichung (2.56) liefert hier ebenfalls

(#—m)u(p) =0

und zwei weitere (von 1. unabhéngige) Losungen v,.(p), mit r = 1, 2.
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Diese Losungen haben bei geeigneter Normierung folgende Eigenschaften:

e Orthogonalitét:

Uy (p)tr (p) = 2 - Oy

Ur(p>vr’ (p) =2m - 57‘7"

e Vollstandigkeit:

Zur u-(p) =p+m

Daraus folgt

> ur(p)in(p) + ve(p)r(p) = 2 §

r=1
Weiterhin gilt
Uy (p)ur’ (p) = 2p0 : 67"7"’

(% (p)vr’ (p) = 2p0 ' 67"7"’

Mit den genannten Eigenschaften ergibt sich die Allgemeine Losung der Dirac-Gleichung
(2.56) zu

(273 Z/ 20 ﬁ) Yur(p) - €=+ d;(p)or(p) - €77} (2.63)

2.4 Wechselwirkende Felder

Die freien Feldgleichungen ergeben sich durch Anwendung des linearen Differentialopera-

tors D auf die Felder ¢(z) = (¢1(2), ..., dn(2)).

Der Spezialfall der homogenen Gleichung ist dann
Do(x) =0 (2.64)
und die Feldgleichung mit Wechselwirkung wird zur inhomogenen Gleichung

Do(z) = J(x) (2.65)
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(a) vorgegebene Fkt —  WW mit externem Feld
wobei fiir J(z) gilt ¢ (b) nicht lin. Fkt der Felder — WW der Felder untereinander
und Selbst-WW

Die Methode der Greenschen Funktionen liefert im Falle
(a) eine exakte Losung
(b) eine Integralgleichung, welche die exakte Losung ¢(z) erfiillen muss = Storungstheorie
Methode der Greenschen Funktionen
Sei G(x —y) ©® eine Losung von
D,G(x —y) = d'(z —y)

unter bestimmten Randbedingungen. Dann ist

olz) = / yG(x — )T (y)

eine Losung der inhomogenen Feldgleichung (2.65). Die Greensche Funktion G(x —y) lasst
sich im Allgemeinen nicht als Fourierintegral angeben.

2.4.1 Greensche Funktionen gingiger Feldgleichungen
Klein-Gordon-Gleichung
Es gelte ¢*(x) = ¢(x) (neutrale Felder). Dann ist
(O+m*)é(z) =0 (2.66)
Die sogenannte Klein-Gordon-Gleichung. Wir definieren G(z — y) durch
(O+m*»)G(x —y) = —6*(x —y) (2.67)

wobei das Vorzeichen der Delta-Funktion Konvention ist. Wenn nun G(z—y) die Gleichung
(2.67) lost, dann ist mit ¢g, welches die Klein-Gordon-Gleichung (2.66) erfiillt, auch die
Kombination

G(x —y) + do

eine Losung der Gleichung (2.67). Durch Spezielle Wahl von ¢q kann eine Greensche Funk-
tion zu spezifischen Randbedingungen bestimmt werden.

Ansatz:
Wir stellen die Fourier-Transformierte von G(z — y) auf:

1 . ~

6Bemerkung: wir verwenden immer x-y, da Translationsinvarianz gilt

Gz —y) =
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Es gilt: 6% (x —y) = ﬁ [ d*qe™"@=Y) | womit aus (2.67) folgt

/ d'q(—¢* + m*)e "TIG(g) = — / d*qe= @)

Damit folgt fiir G(q) : (—¢*> + m?)G(q) = —1. Damit ergibt sich fiir ¢* # m?

Glg) =

¢ —m?

Nun lésst sich die Greensche Funktion von (2.67) wie folgt angeben:

Cle—y) = i e—ta(z—y)
y)=[de5——7 (2.68)

Die Losung von (2.67) hat nun folgende Eigenschaften:
e G(x —y) ist undefiniert wegen der Pole ¢* = m?

e ¢> = m? entspricht einer Losung der freien Gleichung. Aus der Integration von ¢°
folgt: ¢° = £1/m?2 + @2

e Die Wahl einer Vorschrift zur Umgehung der Pole in (2.68) entspricht der Wahl einer
Randbedingung fiir G.

Um die Pole zu umgehen fiithren wir eine infinitesimale Deformation der ¢°-Integration in
die komplexe Ebene durch. Dies entspricht einer infinitesimalen Verschiebung der Pole in
die komplexe Ebene.

Wir haben folgende Méglichkeiten:

hier
gehort
ein
Bild

rein

Fall 1

—509(0_,,0
i G

Gi(x —y) =lim [ d®qe’T™ 9 . / dq°
! ) e=0 o0 (q° — /m2 4+ @ —ie)(¢° + /m? + ¢ — ig)

0 a) z°>y°

b) 1.0<y0 )

a0 (20
Wir definieren I := [ dg° e

(qo_\/m2+d2—i€)(qo+\/m2+§'2_i€) ann gi t {

mit
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a) Re(—iq(x° — %)) < 0 falls Im(q°) < 0

; 0 0y _ . 0y _ e—ia® @~y
= limpe fR dq’ (") = 0, wobel f:(") = (@0 —/m?+@—ie)(¢O++/m2+ @ —ie)

Das bedeutet, es liegen keine Pole im umrandeten Gebiet.

0

b) Re(—iq®(2° — y°)) < 0 falls Im(q°) > 0
= limp_oo [ dq"f(¢°) =0
o =lmp o [dq°fo(q°) = 27 - [Resgo(f(q°))lgo= mric + Resg (f("))lgo=— i

Allgemein Residuum fiir die k’te Ordnung;:

Resa(2)= gy gt~ 0Tl

e—ia®(x0—10) e—ia%(20—10)

Damlt fOlgt ] = 27TZ [mh]o:\ﬁ_ia ‘l— m|qoz_\ﬁ_i£:|

—0 % —1q° (¥ — gV (2V —
= 250@ e—ia°(@"—y°) _ pig®(2° yo)], () = +ym? + @
Daraus folgt dann mit a) und b):

i d3q —il(z— i1(z—
Gi(z —y) =0(y° — 2°) o) / 30 e Mey) _ itlemu) (2.69)

Interpretation von (2.69): Gi(z — y) # 0, falls y° spéter als 0 ist. Damit ergibt sich die
Losung der inhomogenen Gleichung (2.65), mit D = (O + m?) zu

o(z) = / oGz — ) T ()

Dies bedeutet soviel, dass ¢(x) zum Zeitpunkt z° durch die zukiinftige Konfiguration von
J (y) ausgedriickt werden kann. Deshalb wird G;(z — y) auch als avancierte Greensche
Funktion bezeichnet.

Falle 2, 3 und 4
Diese Fille werden analog zu Fall 1 behandelt.
Fall 2: Ga(x — y) = Gl — y) = O(a® — )52 [ 4 {1070 — it}

Fall 3: G3(z —y) = ﬁ g%g {@(xo — 0ty — 9y — xO)eil(x—y)}

Fall 4: G3(x —y) = D(x —y) = (2;33 Ik ;%g {@(:co —y0)e @Y 9y — xo)e“(m_y)}

Kausale Greensche Funktionen

@(a—b):1—@(b_a)_>Gret:Gcw+¢0
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Analogiebetrachtung zur Interpretation der Greenschen Funktionen in der 1-
Teilchen Quantenmechanik

Wir betrachten die Losung der inhomogenen Feldgleichung (2.65)
o) = [ Gl = I
Sei nun J(y') = Jod*(y — /'), dann folgt fiir das Feld
Py(r) = Gz —y)To

Alle ¢} () sind zusammengesetzt aus

F(z) = eFiaz—y)

q

Wir interpretieren ¢ () als Wellenfunktion, die durch die Stérung (der Inhomogenitiit)
am Punkt y generiert wird.

Die Energie ergibt sich in der Quantenmechanik durch den Hamilton-Operator H =i
Damit ergibt sich die Energie

9

Bzt

Hff(z) = £qofF ()

Aus der Schrodingergleichung fiir die fti (). Dabei lisst die Losung sowohl positive wie
auch negative Energie-Eigenwerte zu.

1)
Damit ¢, (x) # 0 muss y° > 2 gelten — Propagation riickwirts in der Zeit
G'(x —y) enthdlt fF(z) — mit Energie £ >0 und E < 0

2.)
y? < 2° (immer) — Propagator vorwérts idZ, £ > 0 und E < 0

3.)
y’ < 2% — fZ(r) — Propagator vorwiirts idZ, E < 0
y? > 1% — f=(v) — Propagator riickwirts idZ, £ > 0

L)
y” < 2% — f-(v) — Propagator vorwirts idZ, E > 0 « Teilchen
y" > 2% — fI7(x) — Propagator riickwirts idZ, E < 0 « Antiteilchen

Proca-Gleichung

Die Proca-Gleichung fiir ein massives Vektorfeld A* mit der Masse M hat die folgende
Gestalt

(=9 (O + M?) + 9,0,]A” = 0 (2.70)
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Dies definiert uns die zugehorige Greensche Funktion zu
[~ g, (O + M?) + @L&,]G”é(x —y) = —52(54(56 —y) (2.71)
Um diese Greensche Funktion zu 16sen machen wir folgenden Ansatz:

1
(2m)t

Ersetzen wir nun 6*(z —y) = g7 [ d*qe™"@=¥) dann folgt

Gz —y) =

/d4qé”p(q)e_iq(x_y) (2.72)

[~ (O + M?) + q,0,]G"(q) = —3,

Definieren wir C,, := [—g,, (0 + M?) + .., dann folgt G = (—C)~'. Wir machen nun
den folgenden Ansatz:

G"(q) = Ala)g” + B(y)d"¢" (2.73)
und setzen diesen in (2.71) ein. Damit ergibt sich fiir alle q:
O G = Aghq® — M?) — Aquq” + B(¢* — Mg, — Bi*q,¢"= — g,
Ein Koeffizientenvergleich liefert A(q? — M 2); —1,und A+ B+ M?=0
= A=—(¢" - M)~

B = (Mg~ M)

Mit diesen Koeflizienten lasst sich dann die Fouriertransformierte Greensche Funktion an-
geben als

v _ng+ (11:/4—(1;
G =—s e

Unter der Annahme, dass die Polstellen ¢ = M? nicht im Integrationsgebiet liegen ergibt
sich dann fiir die Greensche Funktion selber

Gl — ) = — / dtg =S A iatam) (2.74)
w v= (2m)* qq2—M2+i6 '

Maxwell-Gleichung

Die freie Maxwell-Gleichung fiir ein masseloses Vektorfeld A* lautet
[—9,0+0,0,]A"(z) =0 (2.75)

Wir versuchen nun, eine Greensche Funktion zu dieser Gleichung zu konstruieren:

!

[~ 90+ 8,0,1G"(¢*)= — g6 (x — y)
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Behauptung: (C,,) ist keine reguldre Matrix (d.h. detC = 0) und besitzt somit keine
Inverse.

Beweis: ¢” ist Eigenvektor von C' zum Eigenwert 0. Dann gilt C,,¢" = ¢.¢* — ¢.q* = 0
womit folgt dass detC' = 0 und deshalb existiert C~! nicht.

Der Differential-Operator der freien Maxwell-Gleichung ist also nicht invertierbar, woraus
folgt dass es keine Greensche Funktion gibt, die (2.75) erfiillt.
Dies liegt Begriindet in der Eichsymmetrie der Feldgleichung.

Zwei Auswege

1. Einschrénkung auf einen Unterraum, auf dem G, invertierbar ist. Dies entspricht
den physikalischen (= transversalen) Polzusténden).

1 -3 ., eMq) @ ¥ .
Gz —y) = /d4q > a=1260(2) ®e5(q) e

(2m)* ¢ +ie

2. Abédnderung der eichinvarianten Theorie, so dass (C),) invertierbar wird und dass
die urspriingliche Theorie in einer gewissen Eichung reproduziert werden kann. Zum
Beispiel mit der Lagrangedichte

1 1

L=—2F,F"—
40 26

(0,A") (2.76)
der QED mit Eichfixierung.

Aus der Lagrangedichte (2.76) folgt eine Anderung der Feldgleichung der Form

1

£

Diese Feldgleichung bringt eine weitere Lorentz-Bedingung mit sich

[—9,0+ (1+=9,0,]4” =0 (2.77)

O A =0 (2.78)

Die Feldgleichung (2.77) ist dquivalent zur Maxwell-Gleichung in Lorentz-Eichung. Die
Nebenbedingung (2.78) legt die eichung nicht eindeutig fest.
Die Eichsymmetrie

Al — AF 4+ 0,

mit JA = 0 hat dagegen kein Problem mit der Invertierbarkeit des Differential-Operators
in (2.77), da d,A mit OX = 0) eine Losung der freien Feldgleichung ist.
Die Greensche Funktion ergibt sich dann aus (2.77) mit

DAY =0
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wobei D, = [—g,, 0+ (1 + %Ouﬁu] wie folgt definiert ist:
DG (x —y) = —gh6* (x — y) (2.79)
Setzt man nun (2.72) in (2.79) ein, so erhélt man

1

gauau]@”” (q) = —g;

[_guuq2 - (1 +
Mit dem Ansatz von (2.73) folgt dann

_guu + (1 - 5)%

Damit folgt nun fiir die Greensche Funktion

- v _I_ 1 - q“gy .
G — ) = / d4q< e + 08 )6‘”(“” (2.80)

(2m)* q> +ie

Dirac-Gleichung
Die Dirac-Gleichung hat die Gestalt von (2.56)

(i@ — m)apWp(z) = 0

Sei Spe die Greensche Funktion, welche die Dirac Gleichung (2.56) erfiillt. Dann ist S
definiert durch

(1 — M) apSpe(r — Y) = +76,.6*(x — y)
Wir betrachten zunéchst die Fourier-Transformierte von S,

1
(2m)*

Setzen wir nun die Fouriertransformierte (2.81) in die Dirac-Gleichung (2.56) ein, so erhal-
ten wir

She = / d*qSye(q)e " 1@=Y) (2.81)

(4 = M) ab S () =0

Daraus folgt dann fiir die Fouriertransformierte S (q) = laxo - ﬁ’ womit man fiir die
Greensche Funktion schliellich erhélt

_ 1 4 (q + m)ab —ig(z—y)
Sule ) = g [ e (e

Es gilt ims = 1

fg—m"

"Das Vorzeichen ist Konvention
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2.4.2 Storungstheorie (Beispiel)

Ein reelles Skalarfeld mit selbst-Wechselwirkung und der Masse m wird durch folgende
Lagrangedichte beschrieben:

1 m? A
Ly auy T A s 2.82
L= 50:00"0 = 6" = 50" + T9 (2.82)
Aus der Lagrangedichte (2.82) folgt dann die Feldgleichung fiir freie, reelle Skalare
2 A
H+mi)e=-Z¢"+J (2.83)
Die Felder ¢ ebenso wie der Strom 7 sind von der Koordinate x abhéngig. Sei nun G(z—1y)

die Greensche Funktion zur Feldgleichung (2.83), mit (J+ m?)G(z —y) = 6*(x — y), dann
gilt fiir das Feld die sogenannte Integralgleichung:

(b = (bfrei + /d4yG(x — y) <—%¢2 + j) (284)

Das Feld ¢ ldsst sich nun durch Iteration von (2.84) Ndherungsweise bestimmen. Wir
entwickeln in Potenzen von J :

6= ¢n (2.85)

wobei die ¢,, die Potenzen von J enthalten. Sethen wir nun (2.85) in (2.84) ein, so erhalten

wir
Z¢n( /d4yG T — <__ Z¢n )
Koeffizientenvergleich liefert®

bi(z) = / IyG(x — )T (y)

A
) = [ @Gl = ) (=501(0))
Setzen wir die Definition von ¢; in die Definition von ¢, ein, so folgt
A
= [t [ de [ anG = n)(3) - Gl — )T () Glon — )T )

Analog erhilt man fiir ¢3: ¢5(z) = [d'y1G(z — y1)(—3) - 201 (y1)P2(y1) =
AT, [ d'yi) Gla— yl)[G(yl—yz)J(yz)G(yl—ys)(—%) (Y3 —ya) T (y2) G (y3—y5) T (y5)]

SWir setzen ¢g = 0
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Feynmanregeln

Zur Gewinnung von Rechenausdriicken fiir die Elemente ¢, (z) der Potenzreihe fiir ¢(z):

Zeichne alle zusammenhéngenden Diagramme unter Verwendung der Symbole fiir
den Propagator, Vertex und Endpunkte, die genau n-Mal im &ufleren Feld ,,enden*.

identifiziere die Propagatoren mit den Greenschen Funktionene G(y; —y2), die (Drei-
Punkt-)Vertizes mit —\ und die Endpunkte mit 7 (y)

Integriere iiber alle Punkte aufler x im 4-dimensionalen Raum

Multipliziere Diagramme mit %, wenn das Diagramm unter N Permutationen der

J’s seine Gestalt beibehalt.

Bilde die Summe aller auf diese Weise enstandenen Diagramme
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Quantisierte freie Felder

Kanonische Quantisierung
Punktmechanik

Klassisch ~~ kanonisch konjugierte GroBen (qx), (px) mit {pg, ¢} = ou

: af @ af @
Poissonklammer: {f,g} = >, <8_ziﬁi _ Wia_li)

= Korrespondenzprinzip =

Quantenmechanisch ~» Operatoren (qx), (px) mit [pr(t), @i(t)] = —ihdg
(Kommutator zu gleichen Zeiten)

= Analogon: [Py, ¢c] = 2{ps, @'}

Feldtheorie
Betrachte System zunéchst diskretisiert im Ort, d.h.

z — Z(i,7,k) = iay + jas + kaz
o L ) ER) . AS

[ &Pz — ATt AP A =30 AV
| = [ 2T — ) Y, AV

O(Z, 1) — ¢(Tp,t) = dn(t)

L(t) = [z L(x) — > AV L(¢y, %, ») Lagrangefunktion
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H = [dz ((2)8°6(x) — L(z)) — X, AV (Hnén—ﬁ( A gﬁn)> Hamiltonfunktion

ny Ayt
_ o _ oL

1I(z) = sewsan — =555

zu ¢, kanonisch konjugierter Impuls: p,, = = AVIL

b

Raum diskretisiert und endliches Volumen, dann: kanonische Quantisierung wohlde-
finiert!

— Mit g, = ¢n: gu und p, seien Operatoren, die [py, gu] = 16, und [, pr] =
[Gn, @] = O erfiillen.

Daraus: [IT,,(t), ¢n()]—16m/

(jetzt h = 1, zusétzlich a, b diskrete Indizes)

Im Kontinuumslimes: [¢q(Z, t), II,((2), )] = i04,0°(Z — )
T )

[0a(Z, 1), dp(2, )] = [[a(Z, 1), (), )] = 0

mit ganzzahligem Spin (S=0, 1, 2...)

3.1 Skalarfelder

3.1.1 Reelles Skalarfeld
3.1.2 Komplexes Skalarfeld

3.2 Dirac-Felder

3.3 Vektorfelder

3.3.1 Masseloses Vektorfeld
3.3.2 Massives Vektorfeld

3.4 Propagatoren
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Wechselwirkende Quantenfelder

4.1 Beispiele fiir Wechselwirkungen

4.2 S-Matrix, Wirkungsquerschnitte und Zerfalls-
breiten

4.2.1 S- und T-Matrix

4.2.2 Wirkungsquerschnitt

4.2.3 Zerfallsbreite/Lebensdauer eines Teilchens

4.2.4 Optisches Theorem

4.3 Asymptotische Felder

4.3.1 Asymptotenbedingung
4.3.2 Kaillén-Lehmann-Darstellung des Propagators
4.3.3 Das LSZ-Theorem (Die Reduktionsformel)

4.4 Storungstheorie und Feynman-Diagramme

4.4.1 Storungstheorie fiir 7-Funktionen
4.4.2 Wick-Theorem
4.4.3 Beispiel ¢3-Theorie



o4

Kapitel 4. Wechselwirkende Quantenfelder




Kapitel 5

Quantenelektrodynamik

5.1 Lagrangedichte und Feynman-Regeln
5.2 QED-Prozesse in niedrigster Ordnung
5.3 QED in Ein-Schleifen-Ordnung

5.3.1 Struktur von Ein-Schleifen-Amplituden (Beispiel)
5.3.2 Elektron-Selbstenergie



